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Studium difrakénich jeva — TEORIE — doplnék:

Odvozeni vyrazl pro difrakéni maxima (popf. minima) na Stérbin¢, dvojstérbiné¢ a miiZce jsou
zpravidla uvedena na stfedoSkolské trovni, coZ je zaloZeno na vhodném zavedeni a vyjadieni
drdhového rozdilu. To je také problém, pro¢ jsou v nékterych materidlech tyto odvozeni
uvedena chybné. Korektni odvozeni je skutecné ze skladani vinéni, to vSak pfekracuje rozsah
sttedoskolské fyziky. Kdo se chce dozveédét o odvozeni téchto vzorct vice a podivat se na
,.korektni* odvozeni vzorci, miiZe si nastudovat nésledujici materidl.

(Ndsledujici odstavce jsou zde uvedeny jen pro zdjemce.)

Rovnice viny a zavedeni komplexni rovnice viny

Siteni svétla lze popsat pomoci rovnice pro harmonickou vlnu, kterou zndme jiz ze stiedni Skoly.
V ptipadé okamzité vychylky ve sméru osy y a Sifeni faze ve sméru osy x popiSeme toto vinéni
nasledujici rovnici:

y(x,t) = yy, sin [Zﬂ(%ig)] (1

-

kde  y(x,r) — okamzitd vychylka v daném bod¢ x a ¢asovém okamzZiku ¢,
¥Ym — maximdlni vychylka (tzv. amplituda),
T — Casova perioda vInéni (popf. perioda zdroje generujiciho vinéni),
A —tzv. vlnova délka (prostorova perioda vinéni),
t — okamzik, ve kterém urcujeme okamzitou vychylku,
X — misto na ose x, ve kterém ur¢ujeme okamzitou vychylku.

Znaménko + nebo — v argumentu harmonické funkce stanovi smér Siteni vInéni (+ zdporny smér
osy x, — kladny smér osy x).

Svétlo je elektromagnetické vinéni, mizeme tedy jeho Sifeni popsat pomoci vinéni elektrické a
magnetické slozky. ProtoZze Maxwellovy rovnice jasné urCuji vztah mezi magnetickou a
elektrickou slozkou, pouzivd se pro popis svétla rovnice jen pro slozku elektrickou. Pro popis
slozky elektrické se vyuzivd veliCina intenzita elektrického pole, coZ je vektorova veli¢ina.

Rovnici elektrického vinéné (resp. celé svételné viny) pak 1ze popsat ndsledujicim zplsobem:

= = . t | x

E(x,t) = Eosin [27(2 £%)), )
kde jednotlivé veli¢iny odpovidaji pfedchozi rovnici (1). Jedinou zménou je, Ze misto kmitani
okamZité soutfadnice y nyni kmitd vektor elektrické intenzity (dle zvyklosti pouZivanych v popisu
elektromagnetickych vin byla amplituda oznacena jako Ej a nikoliv jako Ey,)

Pro sklddani vinéni ndm vSak nestaci popis vIinéni v jediné ose. Pokusime se tedy tuto rovnici
rozsitit pro obecnéj$i smér Siteni. Tento smér Sifeni si uddme tzv. smérovym vektorem. Smérovy
vektor se oznaCuje § a je to jednotkovy vektor, ktery jednozna¢né uréuje smér $ifeni daného vinéni.
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Pochopitelné misto, ve kterém popisujeme vinéni, nebude urceno jen soutfadnici x, ale bude popsané
obecnym polohovym vektorem, ten si ozna¢ime 7.

Rovnici (2) pak lze pfepsat do nové podoby:

= 2. t 3§

E(,t) = Egsin|22(3 - )], 3)
kde 5.7 je skaldrni soucin polohového a smérového vektoru. Znaménko pied vyrazem je jen minus,
protoZe piipadnou zménu na plus ,,zatidi* znaménko skaldrniho soucinu pfi opacném sméru Siteni.

Nyni, zcela pro potieby dal$itho postupu, si rovnici (3) upravime do tvaru, ktery ndm pozdéji
poslouzi pro zavedeni komplexniho tvaru této rovnice.

Rozndsobenim vyrazu v argumentu harmonické funkce dostaneme:

B0 = By si 27rt 27s
7,0) = Eosin{ = 7

. sy s 12 v . 2, 278
Zatimco pro prvni ¢len v argumentu harmonické funkce pouZijeme zndmy vyraz: @ = - Vyraz ——

je zatim pro nas nééim novym. Jednd se o vektor, jehoZ velikost je ddna podilem 2Tta A a smér je
totozny se smérem Sifeni vIinéni. Je to vektor, ktery docela jednoznacné popisuje Siteni daného
vinéni — zdleZi na vinové délce a na sméru Siteni, coz jsou pro vinéni dilezité parametry.

Z tohoto divodu je tento vyraz definovan jako tzv. vinovy vektor k:

27

E:7§

Uzitim vySe zminénych vztaht 1ze rovnici (3) ptepsat do podoby:

E(#,t) = Eysin(ot — k - 7) 4)

Vyraz (4) ukazuje asi nejjednodussi (nejen pro zdpis) rovnici obecného elektrického vinéni
—
uréeného vinovym vektorem k v misté daném polohovym vektorem 7 v ¢asovém okamzZiku z.

Pro zavedeni komplexniho zdpisu této vinové rovnice si vyraz (4) upravime tak, abychom nahradili
harmonickou funkci sinus funkci kosinus. Uvédomime-li si, Ze obé funkce maji stejny tvar, jen jsou
fazove¢ posunuty, mtizeme vyraz (4) prepsat do podoby:

E = E, cos(w ¢ — k.7 + 400),

kde ¢, jako pocatecni faze ,.feSi* nejen posun kosinu vici sinu, ale zahrnuje i skute¢nou pocate¢nt
fazi daného vinéni (zatim jsme uvazovali pocatecni fazi rovnou 0).

K ¢emu je tato tdprava dobrd? Podivejme se déle. VyuZijeme obecné platného vyrazu zndamého
z komplexnich cisel:
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e =cosp+ising,
kde i je komplexni jednotka.

Harmonickd vlna pak lze zapsat vkomplexnim tvaru' (ktery je, mimo jiného, také Fe$im
Maxwellovych rovnic):

E — EO ei(o) t—K.7i+¢,)

kde pocatedni fizi @ (resp. vyraz e'%) lze zahrnou do komplexni amplitudy a tim ziskat jednoduss{
vyraz:

E — EO ei(o) t—%.?) (5)

Vyraz (5) je tzv. komplexni vyjadieni (rovinné) harmonické viny. Tento vyraz sice vypada asi
dé&sivéji nez vyraz (4), je vSak (diky funkci €*) vyhodny pro operace v diferencidlnim a integralnim
poctu. Je tfeba vSak védét, Ze smysl md pouze redlnd Cdst!

Energie elektromagnetické viny

Pro zjistovani difrak¢nich a interferenénich maxim a minim je tieba z rovnice vinéni umét vyjadrit
energii vysledného elektromagnetického vinéni. K tomu to se pouzivd tzv. Poyntingiiv vektor.
Tento vektor popisuje transport energie prostiednictvim elektromagnetického pole. Jeho velikost
uddva ploSnou hustotu toku vykonu, smér a orientace se shoduji se smérem a orientaci toku vykonu.

Nés vsak nebude zajimat piimo tato veli€ina, ale velikost jeji stfedni hodnoty, co je pfimo méfitelna
veli¢ina a od jeji hodnoty se odviji 1 intenzita svétla.

Stfedni hodnota velikosti Poyntingova vektoru S je dana vztahem:

=N 1 & - 2

S1=3 1Bl
Ho

T 1 & 3 3

S|=3 |2(EoEs).

15 =3 /#0 0 Eg

5 5
kde E; oznacuje komplexn¢ sdruzené Cislo k Cislu Ej.

nebo (v komplexnim tvaru):

Jako ilustraci uziti velikosti stfedni hodnoty Poyntingova vektoru si ukdzeme piipad interference
dvou paprskil. Ziskany vyraz budeme ddle potiebovat pti sklddani paprski na vice Stérbindch.

M¢jme dva koherentni svétlené paprsky se stilym fazovym rozdilem A¢, které dopadaji to téhoz
bodu.

7 X2 (Po%

' Komplexn{ &isla budeme nadéle znadit stif§kou, komplexné sdruZen &isla hvézdickou.

3
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Prvni paprsek miZeme popsat rovnici vinéni E;:
El — Eoei(oot—%?)
Druhy paprsek s fizovym rozdilem A$ bude mit rovnici:
ﬁz — ﬁoei(wt—EYWA(p)

Vysledné vIinéni bude déno superpozici:

)

3 3 3
E=E +E,=
— Eoei(mt—k?) + Eoei(wt—k?+A¢) —
— E)Oei(wt—k?) + Eoei(wt—kf) eldo —

— Eoei(oot—%?) (1 + eiA(p)

Mimochodem, vsimnete si zde vyhodnosti exponencidlniho zdpisu — jak lehce umoznil ,,vytahnout
vyraz s fazovym rozdilem.

Nyni nés zajima energie vysledného vinéni, vyuZijeme vlastnost Poyntingova vektoru:

> 1 |g 3 3 1 [g . .
1S =3 [2(EE) =3 [2IE?( 1+ e +e70 + e
2| Ho 2| Mo —_—
2 cosAg

S =3 [ 1Eol* 2(1 + cos Ap) 6)
0

Vidime, ze vyslednd energie zéleZi na fazovém rozdilu Ad. MuzZe nastat ptipad, Ze vysledna
intenzita svétla je O (destruktivni interference) nebo se naopak 4Xx zvetsi (konstruktivni
interference).

Difrakce na Stérbiné

Dopadé-li svétlo na Stérbinu Sitky a, stdva se kazdy bod této Stérbiny zdrojem zéafeni, popsatelného
vySe uvedenou rovnici Vlnéniz, a na stinitku dochézi ke sloZeni téchto vln. Vysledné vinéni v daném
bod¢ stinitka pak ziskame jako soucet (integral) jednotlivych elementarnich vinéni.

Zvolime si soufadny systém tak, Ze osa x bude osou S$térbiny, Stérbina bude mit rozmér ve sméru
osy y (viz obr. 1). Soutadnice okraji Stérbiny pak budou mit hodnoty —g a g To také budou meze

nasledné integrace.

Yoy

2 Toto neni zcela sprdvné! Pokud bychom chtéli byt tplné zcela pfesni, museli bychom svétlo §ifici se z jednotlivych
bodi Stérbiny popisovat vdlcovou vlnou a nikoliv rovinnou. Zavedeni rovnice vinéni s valcovou vinoplochou by vSak
tento zjednoduseny text zna¢né zkomplikovalo a na odvozeni vzorct pro difrakéni maxima a minima zdkladnich
difrakénich elementl stejné nemélo Zadny vliv. Uvazime-li stinitko dostate¢né¢ daleko od difrakéniho elementu, 1ze
dopadajici vdlcovou vinu v dobrém pfibliZeni nahradit rovinnou vinou. Pifpadné zdjemce odkazuji na VS studijni

materidly.
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Obr. 1 — difrakce na Sté€rbin€ — urceni drahového rozdilu
Jako referen¢ni paprsek pouzijeme paprsek prochazejici stfedem Stérbiny, ten lze popsat vinovou

rovnici (5). Obecny paprsek bude mit rovnici liici se fazovym rozdilem A danym tdhlem Sifeni O a
jeho vzdalenosti od stfedu $térbiny y. Pro vyjadieni fazového rozdilu A¢ v zavislosti na dradhovém

rozdilu Al vyuZijeme vztahu:
A Ab
2 =7 7 [de=kaAs )

Z geometrie (viz obr. 1) pro Al ziskdvame vyraz Al =y sina a tedy Ad =k y sind. Rovnice pro
obecny paprsek bude:

E — E’Oei[mt—k(r—y sin )]

Tento vyraz popisuje vinéni z libovolného bodu S$térbiny. Je to téZz potfebny vyraz pro soucet
(integrdl ptes $itku Stérbiny) paprskit dopadajicich do bodu P:

a a
1 2 E', 2
3 3 . _ _ . 0 _ . .
E(P) — E EO el[mt k(r ysma)]dy :;el(mt kr) elky sin o dy —
_a _a
2 2
= i kysi % = ikZsina ikZsina
ikysina 5 _plky
E ei(mt—kr) e _ E ei(mt—kr) e e —
a iksina|l a a [ ksina
2

A

EO ot—ir) cos(ik%sina)+isin(ik%sina)—cos[ik(—%)sina]—isin[ik(—%)sina]}
= —el\®" =

a iksina

Fii isin(ikgsin a)+isin(ikgsina) = 2isin( k a sin )
— 20 i(ot—kr) 2 2 == E et @t—kn 2

a i ksina ikasina

(1 .
_ lffoei (0t—kr) 2 sm(E k a sin @)

k asina

A ~ . l .
Ep) = Eoei (ot—kr) Sin(Gkasina) )

%ka sin a
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kde r— opticka draha od stfedu Stérbiny na stinitko,
(wxt — kr) — faze viny ze stfedu Stérbiny,
y — vzdélenost zdroje vinéni od stfedu,
[wr — k(r — y sina)] — faze vIiny vychazejici z obecného mista Stérbiny (viz diive).

Intenzita svétla je ddna tzv. Poyntingovym vektorem. Diky tomu je intenzita vysledného svétla
piimo imérnd kvadritu elektrické intenzity. Pro vyslednou intenzitu svétla I tedy z vyrazu (8)
dostdvame:

~ Sinz(%ka sin a) (9)

(% k a sin a)z

Lomeny vyraz ve vyrazu (9) urCuje tvar prubéhu intenzity. To ilustruje obrazek 2, kde je vynesena

2
funkce f(x) = Smx# Podobnost s priibéhem intenzity svétla v difrakénim obrazci je zjevna.

()

X

X

T 2 3n 47

Obr. 2 — pribéh funkce urcujici intenzitu svétla difrakéniho obrazce na Stérbiné

Maxima vznikaji pro ndsobky Tt (vyjma nuly). Pro podminku difrakéniho minima je nutné poloZit
argument funkce sinus (viz vyraz (9)) rovny celo¢iselnym nasobkim 1T

1 .
Eka sina=mrxn,

kde m = %1, £2, £3, ...
. . . 27 . 1 2 .
Dosazenim pro velikost vlnového vektoru k = - ziskame vyraz:
127 .
~—asina=mr,

2 A

ze kterého po uprave ziskame podminku minima:

a sinag = mA m==%1,+2 3, ...,
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kde a - Sitka difrak¢ni Stérbiny,
o — uhel mezi osou Stérbiny a smérem rozptylenych paprski,
A — vlnova délka pouzitého svétla.

Difrakce na dvojStérbiné

V ptipadé vice Stérbin vstupuje do hry tézZ interference — sklddani paprskil z jednotlivych $térbin.
Skladani dvou paprskil jsme si jiz ukdzali pfi zavadéni Poyntingova vektoru, mtiZzeme tedy rovnou
uvazovat s tim, Ze z vyrazu (6) pro intenzitu vysledného paprsku plyne:

I = I, 2(1 + cos Ag)

N 2

Uvézime-li tedy, Ze na dvojStérbiné probihd difrakce na Sté€rbin€ a zdroven interference dvojice
Stérbin, plati pro vyraz svételné intenzity:

o1 .
sin? (5 ka sin a)

~ " s~ = 2(1 4+ cosAg) (10)
—_— i N————
(2 ka sin a) interference
difrakce na Stérbiné
Interferencni ¢len ve vyrazu (10) si upravime:
1+ cosAg
2(1 4+ cosAp) =4 (T) ,
[ —"
C052A7<P
¢imz ziskdme vyraz (10) v upravené podob¢:
.21 . .21 .
sin“(>ka sina A sin“{>ka sina A
~ —1(2 2)4cosz7(pz—1(2 2)cosz7(p (11)
(Ekasma) (Eka sma)

Obr. 3 — difrakce na dvojstérbiné — ureni drdhového rozdilu
Z geometrie dvojice Stérbin (viz obr. 3) ziskdme vztah:

b sina =A%,
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ktery pouzijeme do vztahu (7), abychom ziskali:

27 _
A(p=7b sin o

- . ) , A . .
Tento vztah vyuZijeme pro nalezeni maxima vyrazu cos? 7(') ve vztahu (11). Kvadrat funkce kosinus

nabyva maximalnich hodnot pro argument roven celo¢iselnym ndsobklim Tt

27zb .
Ap 7 bsina

2 2 M
Upravou ziskime podminku maxima na dvoj$térbiné:
bsina = mA| m=..,-2,-1,0,1,2, ... (12)

kde b - vzdalenost difrak¢nich Stérbiny,
o — uhel mezi osou Stérbiny a smérem rozptylenych paprski,
A — vlnova délka pouzitého svétla.

Difrakce na vice stérbinach (mrizce)

MV

Nyni odvodime vztah platny pro vice Stérbin, popft. pro optickou miiZku. Oproti dvojStérbiné se zde
objevi piispévky od dalSich osvicenych Stérbin. Predpokldddme tedy, Ze ve vyrazu (6) ptibydou
piispevky od paprski vychdzejici v pravidelnych vzdalenostech z dalSich Stérbin.

Vyraz pro vyslednou elektrickou intenzitu (danou interferenci) v misté¢ dopadu N paprskii bude dan
N cleny (pro idedlni optickou miiZku bychom jich mohli uvazovat nekone¢né mnoho):

E=E)1+E2++EN=

_ ﬁoei(mt—%r*) (14 eid9 4 oi280 4 ... 4 INAO)

soucet geometrické rady

E 1— elNA(p
T 1 —eibe

A pro intenzitu svétla (sttedni hodnota Poyntingova vektoru) dostaneme:

sin? (% ka sin a) 1 — cos NAg
2

=

1 — cos Ao
N
interference

(% k a sin a)

difrakce na Stérbiné
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Hleddme-li maxima intenzity dané pouze interferenci paprskl z jednotlivych §térbin, bude intenzita
svétla umérna jen interferen¢nimu ¢lenu:

| ~ 1-cos NAo
= 1-cosAe’

1-cosx

- 2 s v . X .
ktery se d4 pomoci vzorce pro polovi¢ni argument |sm E| = upravit do tvaru:
in2(Nae
sin ( 2 )

. A(p)
2(=2
sin ( 2

I =

(13)

Znormovany podil téchto kvadrati sini si vyneseme do grafu, abychom vidéli, jak tento vyraz
ovliviiuje tvar difrakéniho obrazce — viz obr. 4 (vyneseno pro N = 3) a obr. 5 (pro N = 20).

N=3 =20

F Y k9 |||I| ||\ _
ANANAWAN T I

| | |I I| | ‘
Jﬂ V\/ \/V \/\fl \/\/ \{\f"'fr"d PF | S | Ln_ﬂﬂ b b do/rd

-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 a 5 10 15

Obr. 4 — prubéh ¢lenu urcujici intenzitu svétla Obr. 5 — prubéh ¢lenu urcujici intenzitu svétla
difrak¢niho obrazce pro 3 Stérbiny difrakéniho obrazce pro 20 Stérbin

To odpovida nésledujicimu obrdazku 6, na kterém jsou fotografie difrakénich obrazcti pro rizné
pocty Stérbin.

2 Etérbiny

3 stérbiny

7 stérbin

mfizka

Obr. 6 — srovnani difrak¢nich obrazct pro razné pocty Stérbin

Maxima vyrazu (13) nastavaji pro: (typ vyrazu ,,%“ )

—=mx kdem=...,-2,-1,0,1,2, ...
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a po dosazeni vyrazu (7) za A ziskame:

N |-

2r .
~ b sina=mr,

coZ lze upravit do hledaného vyrazu podminky maxima na optické miizce (vsimnéte si shodnoti
se vztahem (12)):

bsinag = mA m=...,-2,-1,0,1,2, ...

kde b — vzdalenost sousednich Stérbiny (mfiZkova konstanta),
o — thel mezi osou $térbiny a smérem rozptylenych paprski,
A — vlnova délka pouzitého svétla.
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